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Lernraum llI: Graphen

= Graphen (un-/gerichtet, un-/gewichtet)

= Traversierung von Graphen
= Tiefensuche
= Breitensuche

= Gerichtete Graphen
= Topologische Sortierung

= Klrzeste Pfade
= Ungewichteter Graph: Breitensuche

= Gewichteter Graph: Algorithmus von Dijkstra

= Minimale Spannbaume
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Ubersicht fiir heute

= Minimale Spannbaume
= Algorithmus von Prim
= Algorithmus von Kruskal

= ADT Disjunkter Mengen
= Menge

= Implementierung des ADT Disjunkter Mengen
= Quick-Find
= Wald disjunkter Mengen
= Quick-Union, Weighted Quick-Union
= Pfadverkirzung

= Laufzeit des Algorithmus von Kruskal mit optimaler Implementierung des ADT Disjunkter Mengen
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Minimale Spannbaume

Es sind die 1920er Jahre. |hre Freundin bei der Elektrizitdtsgesellschaft muss entscheiden, wo Leitungen
verlegt werden sollen, um all diese Stadte mit dem Kraftwerk zu verbinden.

Sie weil3, wie viel es kosten wirde, Stromleitungen zwischen
zwei beliebigen Stadten zu verlegen, und mdchte die
gunstigste L6sung finden, um sicherzustellen,

dass der Strom vom Kraftwerk in jede Stadt gelangt.
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Minimale Spannbaume

Weitere Anwendungen:

= Wasserversorgungsnetze
= Telekommunikationsnetze

= Epidemiologie:
= Rekonstruktion von
Ubertragungswegen von
Krankheiten

(https://pmc.ncbi.nim.nih.gov/articles/PMC516344/)

A NETWORK OF GREEN ENERGY

The North Sea Energy Island creates a new and innovative
way of collecting and distributing green power. The island
serves as the hub in a network consisting of 10 surrounding
offshore wind farms and with links to neighbouring

countries.
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Minimale Spannbaume

,In seiner vegetativen Phase ,schleimt® der
Schleimpilz Physarum polycephalum auf der
Suche nach Nahrung durch die Welt. Bei seiner
Erkundung verbindet er zuvor gefundene
Nahrungsquellen mit réhrenférmigen Strukturen
(tubular structures).”

Quelle: s. unten
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Minimaler-Spannbaum-Problem (Minimal Spanning Tree - MST)

Wir suchen eine Menge von Kanten, die:

= alle Knoten des Graphen miteinander verbindet.
= das geringste Gesamtgewicht hat, die diese Bedingung erfullt.
Die Kanten ,spannen” den Graphen auf.

(8)
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Minimaler-Spannbaum-Problem (Minimal Spanning Tree - MST)

Was suchen wir? Eine solche Menge von Kanten, dass:

= alle Knoten des Graphen miteinander verbindet.
= das geringste Gesamtgewicht hat, die diese Bedingung erfullt.
Die Kanten ,spannen” den Graphen auf.

Behauptung: Die von uns gewahlte Menge von Kanten
hat niemals einen Zyklus. Warum?

MST besteht aus genau den Kanten, die alle Knoten verbinden

= Wenn man 1 Kante wegnimmt, wird die Konnektivitat unterbrochen
= Hinzufligen von 1 Kante ergibt einen Zyklus
= Enthalt genau |V| - 1 Kanten

= MST ist ein Baum!

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
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Minimaler-Spannbaum-Problem

Minimaler-Spannbaum-Problem
Gegeben: ein ungerichteter, gewichteter Graph G

Finde: Eine Menge von Kanten mit minimalem Gewicht,
so dass man von jedem Knoten von G zu jedem anderen
nur Gber diese Kanten gelangen kann.

Gibt es immer einen eindeutigen
minimalen Spannbaum flr einen
gegebenen Graphen,

ja oder nein?

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida TeCh n0|Ogy
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Klrzester Pfad vs Minimaler Spannbaum

Gewichteter kurzester Pfad Minimaler-Spannbaum-Problem

Gegeben: ein ungerichteter, gewichteter Graph G

Finde: Eine Menge von Kanten mit minimalem Gewicht, so dass
man von jedem Knoten von G zu jedem anderen Knoten nur
uber diese Kanten gelangen kann.

Gegeben: ein gewichteter Graph G und Knoten s und t
Finde: den kirzesten Pfad von Knoten s zu Knoten t.

Baum kirzester
Pfade von Kraftwerk

MST des Graphen
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TGCh n0|ogy
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Klrzester Pfad vs Minimaler Spannbaum

Baum krzester Pfade (SPT)

Spezifischer Startknoten (wenn Sie einen anderen
Startknoten haben, andert das den gesamten SPT,
so dass es haufig mehrere SPTs fur Graphen gibt)

Erfasst das Gesamgewicht des Pfades zum
Startknoten. <>

Minimaler Spannbaum

Kein bestimmter Startknoten, da das Ziel nur darin
besteht, die Summe der Kantengewichte zu
minimieren. Oft nur ein moglicher MST, der die
minimale Summe hat.

Alle Knoten sind verbunden

Erfasst die gunstigsten Kanten,
die die Konnektivitat
aufrechterhalten

MST des Graphen

0 Baum kiirzester
3 ()
( Pfade von Kraftwerk
= (C 3
“ 9
4
D B
8
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Klrzester Pfad vs Minimaler Spannbaum - Anwendung

Minimaler Spannbaum oder Klrzester Pfad?

= Anbindung von Finanzinstitutionen an einen Borsenstandort

= - Kurzester Pfad, da Signallaufzeit zum Borsenstandort fir Hochfrequenzhandel entscheidend ist

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
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Minimale Spannbaume - Anwendungen

Mieten einer Standleitung von einem Kommunikationsunternehmen, um bspw. mehrere
Firmenstandorte direkt miteinander zu verbinden. Unterschiedliche Kosten zwischen Stadten.

Spanning Tree Protocol

= Zentraler Teil von Switch-Infrastrukturen, mit denen redundante Rechnernetzwerke aufgebaut
werden. Ethernet-Technologie muss sicherstellen, dass zwischen zwei Rechnern jeweils nur ein
Datenpfad existiert, um Pakete eindeutig weiterleiten zu kdnnen. (vgl.:

https://de.wikipedia.org/wiki/Spanning_Tree Protocol)

Fluglinie

Bildverarbeitung

= Gesichtserkennung, Bildsegmentierung (https:/en.wikipedia.org/wiki/Minimum_spanning_tree-based segmentation)
= Erzeugung von Labyrinthen

https://en.wikipedia.org/wiki/Minimum spanning tree#Applications
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Interaction Pane Question:

Minimalen Spannbaum finden

Which of these do you think are more likely to work?
*  Thumbs up for vertex by vertex

*  Thumbs down for edge by edge
Hier sind zwei Ideen, um ein MST zu finden: e Clap for both

Denken Sie Knoten fur Knoten

= Erstelle einen Baum Uber eine Menge von Knoten. Beginne mit einem beliebigen Knoten.
= Prufe den Abstand aller Nachbarknoten zu der Menge der Knoten.
= Verbinde bei jedem Schritt den Knoten, der am gtinstigsten verbunden werden kann.

Kante fur Kante denken

= Sortiere die Kanten nach Gewicht. In aufsteigender Reihenfolge.

* Flige Kante zu MST hinzu, wenn sie bisher unverbundene Knoten miteinander verbindet (flige sie nicht
hinzu, wenn sie einen Zyklus erzeugen wiurde)

Beide Ideen funktionieren!!

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy

University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Prims Algorithmus

Dijkstras Algorithmus
Starte an source Knoten
Flige nachstliegenden un-
bearbeiteten Knoten zu SPT hinzu
Aktualisiere Distanz von source zu
unbearbeiteten Nachbarn
Wiederhole ab 2, bis alle Knoten als
bearbeitet markiert sind

Idee von Prims Algorith®us:

= Starte an beliebigem
Knoten

» Flge nachstliegenden
unbearbeiteten Knoten zu
MST hinzu

Dijkstra (Graph G, Vertex source)

itialize distances to «

mark source as distance 0 (source.dist

mark all vertices unprocessed
while (there are unprocessed vertices):
let u be the closest unprocessed vertex
to unprocessed v:
< v.dist):
u.dist + weight (u,v)

for each edge (u,V)

if

(u.dist + weight (u,v)

v.dist

v.predecessor u

mark u as processed

0)

VEnschaﬂen - Institut fur Informatik

= Aktualisiere Distanz der
Nachbarn zum MST, die
noch nicht zum MST
gehdren

= Wiederhole, bis alle
Knoten als bearbeitet
markiert sind (im MST
sind).

Prims (Graph G, Vertex source)

initialize distances to <

mark source as distance 0 (source.dist 0)

mark all vertices unprocessed
while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex
(u,v) to unprocessed v:

< v.dist):

for each edge
if

(weight (u, v)
v.dist

v.predecessor

weight (u, v)

= u

mark u as processed

Quelle:

Technology
Arts Sciences

TH Koln

Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2023

Adapting Dijkstra’s: Prim’s Algorithm

. Norma”y, Dijkstra’s checks for a pr‘imSShortestPath(G graph, V start)

shorter path from the start. Map edfeTO:ddiStTos Sﬁt II;own(;j d
. initialize distTo with a nodes mapped to ~, except start to ©
= But MSTs don’t care about PP . p

o PriorityQueue<V> perimeter; perimeter.add(start);
individual paths, only the overall

weight! while (!perimeter.isEmpty()):
= New condition: “would this be a u = perimeter.removeMin()
smaller edge to connect the e Gl )

for each edge (u,v) to unknown v with weight w:
current known set to the rest of oldDist = distTo.get(v)

the graph?” newDist = distTo-get{t)—+ W
if (newDist < oldDist):
KNOWN distTo.put(v, newDist)
1 C /2 edgeTo.put(v, u)
\/\ 27?7 if (perimeter.contains(v)):
B 3 / A perimeter.changePriority(v, newDist)
/ else:
1 , 12 Prof. Dr. Daniel Gaida perimeter.add(v, newDist)
DI e o e e ATs S
TH Koln
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),

Prims Algorithmus - Demos und Visualisierungen sty shirton Spo 22

Visualisierung:
https://www.youtube.com/watch?v=vmWSnkBVvQ0&t=26s

Dijkstras Algorithmus Prims Algorithmus
Dijkstra geht radial von der Quelle aus, weil er die Prim springt im Graphen (im Umfang) herum, weil
Kanten nach den geringsten Kosten des Pfades er die Kanten nach inrem Gewicht auswahlt (es gibt
von der Quelle aus wahlt keine Quelle)
.fI » ;
AR ~ A )
iy
\\\\ . S \
.\‘ / g S 4
740\ “17“‘
26.08.2026 k‘ K | 3 Technology
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Prims Algorithmus - Demos und Visualisierungen

Dijkstras Algorithmus Prims Algorithmus

Dijkstra geht radial von der Quelle aus, weil er die Prim springt im Graphen (im Umfang) herum, weil
Kanten nach den geringsten Kosten des Pfades er die Kanten nach ihrem Gewicht auswahlt (es gibt
von der Quelle aus wahlt keine Quelle)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
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50 Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Prims Algorithmus — Ubung

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

Prims (Graph G, Vertex source)
initialize distances to «
mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

8

for each edge (u,v) to unprocessed v:

if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
v.dist = weight (u,v) A 0 X
v.predecessor = u
B oo
mark u as processed C co
D oo
E oo
- F oo
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50 Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Prims Algorithmus — Ubung

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

Prims (Graph G, Vertex source)
initialize distances to «
mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

8

for each edge (u,v) to unprocessed v:

if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
.dist = ight (u,
v.dis weight (u, v) A 0 X v
v.predecessor = u
B 2 A
mark u as processed C 4 A
D 7 A
E oo
- F oo
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50 Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Prims Algorithmus — Ubung

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

Prims (Graph G, Vertex source)
initialize distances to «
mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

8

for each edge (u,v) to unprocessed v:

if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
v.dist = weight (u, v) A 0 X v
v.predecessor = u
B 2 A v
mark u as processed C 4 A
D 7 A
E 6 B
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Prims Algorithmus — Ubung

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

Prims (Graph G, Vertex source)
initialize distances to «
mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

8

for each edge (u,v) to unprocessed v:

if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
v.dist = weight (u,v) A 0 X v
v.predecessor = u
B 2 A v
mark u as processed C 4 A
D 7 A
E 6 B
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50 Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Prims Algorithmus — Ubung

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

Prims (Graph G, Vertex source)
initialize distances to «
mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

for each edge (u,v) to unprocessed v: 8
if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
v.dist = weight (u,v) A 0 X v
v.predecessor = u
B 2 A v
mark u as processed C 4 A V4
D 7-2 A C
E 6-5 B- C
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Prims (Graph G, Vertex source)

initialize distances to «

mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

for each edge (u,v) to unprocessed v: 8
if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
v.dist = weight (u,v) A 0 X v
v.predecessor = u
B 2 A v
mark u as processed C 4 A V4
D 7-2 #A- C v
E 6-5 B- C
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University of Washington, Spring 2022

Prims Algorithmus — Ubung

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

Prims (Graph G, Vertex source)

initialize distances to «

mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

for each edge (u,v) to unprocessed v: 8
if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
v.dist = weight (u,v) A 0 X v
v.predecessor = u
B 2 A v
mark u as processed C 4 A V4
D 7-2 #A- C v
E 6-5 B- C v
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University of Washington, Spring 2022
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Prims (Graph G, Vertex source)

initialize distances to «

mark source as distance 0 (source.dist = 0)

mark all vertices unprocessed

while (there are unprocessed vertices):

let u be the closest unprocessed vertex

for each edge (u,v) to unprocessed v: 8
if (weight(u,v) < v.dist): QLICHM Distanz | Vorganger | Bearbeitet
v.dist = weight (u,v) A 0 X v
v.predecessor = u
B 2 A v
mark u as processed C 4 A V4
D 7-2 #A- C v
E 6-5 B- C v
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida F 3 D v Tedhnology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme G 50 B \/ Ar:L Sciences
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2023

Prims Algorithmus — Ubung

primsShortestPath(G graph, V start)
Map edgeTo, distTo; Set known;
initialize distTo with all nodes mapped to », except start to ©
PriorityQueue<V> perimeter; perimeter.add(start);

while (!perimeter.isEmpty()):
u = perimeter.removeMin() 8
known.add(u)

_ _ Distance  Best Edge Processed
for each edge (u,v) to unknown v with weight w:

oldDist = distTo.get(v) A 0 X v
newDist = w
if (newDist < oldDist): B 2 (A’ B) v
distTo.put(v, newDist) C 4 (A’ C) v
edgeTo.put(v, u)
if (perimeter.contains(v)): D 2 (C' D) 4
perimeter.changePriority(v, newDist) E 5 ((; E) v
else: o
perimeter.add(v, newDist) F 3 (B, F) v nology
Sciences
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Prims Algorithmus — Asymptotische Laufzeit

Damit ein MST existieren kann, darf

|[E| nicht kleiner als [V]| sein, also
muss die Anzahl Kanten
dominieren:

- O(m log(n))

o([Vllog|V| + |Eflog|V]) <

r

\.

o(|V{log|V])

O(|E|log|V]) <

s

N\

Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme

primsShortestPath(G graph, V start)

Map edgeTo, distTo; Set known;

initialize distTo with all nodes mapped to =, except start to ©

PriorityQueue<V> perimeter; perimeter.add(start);

while (!perimeter.isEmpty()):
u = perimeter.removeMin()
known.add(u)
for each edge (u,v) to unknown v with weight w:
oldDist = distTo.get(v)
newDist = w
if (newDist < oldDist):
distTo.put(v, newDist)
edgeTo.put(v, u)
if (perimeter.contains(v)):
perimeter.changePriority(v, newDist)
else:
perimeter.add(v, newDist)
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Kruskals Algorithmus

Angenommen, der Minimale Spannbaum (MST) rechts unten wurde mit Prims Algorithmus erzeugt
Beobachtung: Wir wahlen grundsatzlich alle leichtesten Kanten des gesamten Graphen (1, 2, 3, 4, 6).

= Die einzige Ausnahme war Kante (C,D) mit 5. Warum sollten wir Kante (C,D) nicht hinzufliigen?
= Weil Hinzufligen von 5 einen Zyklus erzeugen wirde, und um A, C und D B
zu verbinden, wirden wir lieber 1 und 4 als 1 und 5 oder 4 und 5 wahlen.

Prim denkt ,Knoten fur Knoten®, aber was ist, wenn wir stattdessen A ) C

JKante fir Kante“ denken? \5/ 0 9
4

= Beginnen Sie mit der leichtesten Kante im gesamten Graphen und
arbeiten Sie sich nach oben zu schwereren Kanten

= Fligen Sie Kante zum MST hinzu, solange sie zwei bisher durch den MST unverbundene Knoten
verbindet (d.h. fligen Sie keine Kante hinzu, die einen Zyklus erzeugen wirde)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology

- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Kruskals Algorithmus

,Kante fur Kante“ denken:

= Beginnen Sie mit der leichtesten Kante im gesamten Graphen und arbeiten Sie sich nach oben
* Flge die Kante zum MST hinzu, solange sie zwei durch den MST unverbundene Knoten verbindet

B

Aufbau eines MST ,Kante fur Kante“ fur diesen Graphen:

= Kante (A,C) mit Gewicht 1 hinzufligen

Kante (B,E) mit Gewicht 2 hinzufligen A ) C
Kante (A,B) mit Gewicht 3 hinzufiigen \5/ 0 9
Kante (A,D) mit Gewicht 4 hinzufligen 4

Kante (C,D) mit Gewicht 5 tberspringen (wlrde einen Zyklus erzeugen) 3

Kante (B,F) mit Gewicht 6 hinzufligen

Fertig: alle Knoten im MST!

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology

- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus

“Inseln”

B

Dieser Ansatz ,Kante fur Kante® ist die
Funktionsweise von Kruskals Algorithmus!

Wichtige Intuition: Kruskals erfasst ,Inseln“ von A
Knoten
= Beginne mit jedem Knoten als eigene D F
Jnsel”.

kruskalMST (G graph)
Set(?) islands; Set finalMST;
initialize islands with each vertex as tiny island
sort all edges by weight (smallest to largest)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus

“Inseln”

B

Dieser Ansatz ,Kante fur Kante® ist die
Funktionsweise von Kruskals Algorithmus!

Wichtige Intuition: Kruskals erfasst ,Inseln“ von A
Knoten
= Beginne mit jedem Knoten als eigene D F
Jnsel”.
- kruskalMST(G graph)

Set(?) islands; Set finalMST;

initialize islands with each vertex as tiny island

sort all edges by weight (smallest to largest)

= Wenn Kante zwei Knoten in verschiedenen
,Inseln® verbindet, fuge sie zum MST hinzu!| for each edge (u,v) in ascending order:

uIsl = islands.find(u)

vIsl = islands.find(v)

if (uIsl != vIsl):

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus eeln”
finalMST: e

Dieser Ansatz ,Kante fur Kante® ist die
Funktionsweise von Kruskals Algorithmus! 1

C
Wichtige Intuition: Kruskals erfasst ,Inseln® von A —
Knoten

= Beginne mit jedem Knoten als eigene D F
Jnsel”.
= Wenn Kante zwei Knoten innerhalb ""“s"a:MST(i g;aph) o
“ . . . . Set(?) islands; Set finalMST;
derselben ,Insel” verbindet, bildet sie einen . .(.) . . ..
_ initialize islands with each vertex as tiny island
Zyklus! Verwerfe sie.

sort all edges by weight (smallest to largest)
= Wenn Kante zwei Knoten in verschiedenen
,Inseln® verbindet, fuge sie zum MST hinzu!| for each edge (u,v) in ascending order:

Nun miissen diese ,Inseln“ kombiniert uIsl = islands.find(u)
vIsl = islands.find(v)
werden. if (uIsl != vIsl):
finalMST.add(edge (u, Vv))
islands.union(u, V)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus el
finalMST; neeln

Dieser Ansatz ,Kante fur Kante® ist die
Funktionsweise von Kruskals Algorithmus! 1

C
Wichtige Intuition: Kruskals erfasst ,Inseln® von A —
Knoten

= Beginne mit jedem Knoten als eigene D F
Jnsel”.
= Wenn Kante zwei Knoten innerhalb ""“s"a:MST(i g;aph) o
“ . . . . Set(?) islands; Set finalMST;
derselben ,Insel” verbindet, bildet sie einen . .(.) . . ..
_ initialize islands with each vertex as tiny island
Zyklus! Verwerfe sie.

sort all edges by weight (smallest to largest)
= Wenn Kante zwei Knoten in verschiedenen
,Inseln® verbindet, fuge sie zum MST hinzu!| for each edge (u,v) in ascending order:

Nun miissen diese ,Inseln“ kombiniert uIsl = islands.find(u)
d vIsl = islands.find(v)
werden. if (uIsl != vIsl):
finalMST.add(edge (u, Vv))
islands.union(u, V)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus

finalMST: Inseln”
I
B
Dieser Ansatz ,Kante fur Kante® ist die E
Funktionsweise von Kruskals Algorithmus! 1
. . .y « /C
Wichtige Intuition: Kruskals erfasst ,Inseln® von A

Knoten \
3D F

= Beginne mit jedem Knoten als eigene
Jnsel”.
= Wenn Kante zwei Knoten innerhalb ""“s"a:MST(i g;aph) o
“ . . . . Set(?) islands; Set finalMST;
derselben ,Insel” verbindet, bildet sie einen . .(.) . . ..
_ initialize islands with each vertex as tiny island
Zyklus! Verwerfe sie.

sort all edges by weight (smallest to largest)
= Wenn Kante zwei Knoten in verschiedenen
,Inseln® verbindet, fuge sie zum MST hinzu!| for each edge (u,v) in ascending order:

Nun miissen diese ,Inseln“ kombiniert uIsl = islands.find(u)
vIsl = islands.find(v)
werden. if (uIsl != vIsl):
finalMST.add(edge (u, Vv))
islands.union(u, V)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus el
finalMST; neeln

Dieser Ansatz ,Kante fur Kante“ ist die

E
Funktionsweise von Kruskals Algorithmus!
Wichtige Intuition: Kruskals erfasst ,Inseln“ von
Knoten
F

= Beginne mit jedem Knoten als eigene
Jnsel”.
= Wenn Kante zwei Knoten innerhalb ""“s"a:MST(i g;aph) o
“ . . . . Set(?) islands; Set finalMST;
derselben ,Insel” verbindet, bildet sie einen . .(.) . . ..
_ initialize islands with each vertex as tiny island
Zyklus! Verwerfe sie.

sort all edges by weight (smallest to largest)
= Wenn Kante zwei Knoten in verschiedenen
,Inseln® verbindet, fuge sie zum MST hinzu!| for each edge (u,v) in ascending order:

Nun miissen diese ,Inseln“ kombiniert uIsl = islands.find(u)
d vIsl = islands.find(v)
werden. if (uIsl != vIsl):
finalMST.add(edge (u, Vv))
islands.union(u, V)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus

finalMST: Inseln”
I
6

Dieser Ansatz ,Kante fur Kante® ist die E
Funktionsweise von Kruskals Algorithmus!
Wichtige Intuition: Kruskals erfasst ,Inseln“ von
Knoten

F

= Beginne mit jedem Knoten als eigene
Jnsel”.
= Wenn Kante zwei Knoten innerhalb ""“s"a:MST(i g;aph) o
“ . . . . Set(?) islands; Set finalMST;
derselben ,Insel” verbindet, bildet sie einen . .(.) . . ..
_ initialize islands with each vertex as tiny island
Zyklus! Verwerfe sie.

sort all edges by weight (smallest to largest)
= Wenn Kante zwei Knoten in verschiedenen
,Inseln® verbindet, fuge sie zum MST hinzu!| for each edge (u,v) in ascending order:

Nun miissen diese ,Inseln“ kombiniert uIsl = islands.find(u)
d vIsl = islands.find(v)
werden. if (uIsl != vIsl):
finalMST.add(edge (u, Vv))
islands.union(u, V)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Kruskals Algorithmus - Demos und Visualisierungen

Prims Algorithmus Kruskals Algorithmus
Prim springt im Graphen (im Umfang) herum, weil Kruskal springt im gesamten Graphen herum, weil
er die Kanten nach inrem Gewicht auswahlt (es gibt  er Kanten rein nach dem Kantengewicht auswahilt
keine Quelle) (und dabei Zyklen verhindert)
p - Fas \4 s 1\' “‘ 3 -
. . - “» N i . ) }
;R \ W 1-\ \ -
s S K
‘. X i /
Ly X K '
ZX\ 2 bp Ty r
‘q. e
! éi > =) 4 “&‘ { Ne
AL A 1y
- : . L : [l }‘
. ol
< oW “‘\.‘c‘ N/ -
26.08.2026 - & n‘r W), a * 3 Technology
'Kruskal s Vis allz tinides * '
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Kruskals Algorithmus - Demos und Visualisierungen

Prims Algorithmus Kruskals Algorithmus

Prim springt im Graphen (im Umfang) herum, weil Kruskal springt im gesamten Graphen herum, weil
er die Kanten nach inrem Gewicht auswahlt (es gibt  er Kanten rein nach dem Kantengewicht auswahilt
keine Quelle) (und dabei Zyklen verhindert)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Seite 48 Professor fur Cyber-Physische Systeme Quelle: F. El-Basha, TH Kéln, 2024 Arts SCienCES
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Kruskals Algorithmus

KruskalMST (Graph G)

initialize each vertex to be its own island
sort the edges by weight

foreach(edge (u, v) 1in sorted order) {

if(u and v are on different islands) {

add (u,v) to the MST

Update u and v to be on the same island

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
B . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TGCh n0|ogy
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
Seite 49 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik
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Kruskals Algorithmus — Ubung

KruskalMST (Graph G)

initialize each vertex to be its own island

sort the edges by weight

foreach (edge (u, v) in sorted order) {

if(u and v are on different islands) {

add (u,v) to the MST

Update u and v to be on the same island

Edge lhclude? | Reason Edge (cont.) | Include? | Reason

(A,C) (B,F)

(C,E) (D,E)

(A,B) (D,F)

(A,D) (E,F)

(C,D) (C,F)
SO ot o S e A s
Seite 50 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik
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Kruskals Algorithmus — Ubung

KruskalMST (Graph G)
initialize each vertex to be its own island
sort the edges by weilight

foreach (edge (u, v) in sorted order) {

if(u and v are on different islands) {
add (u,v) to the MST

Update u and v to be on the same island

Edge lhclude? | Reason Edge (cont.) | Include? | Reason

(A,C) | Yes (B,F)

(C,E) | Yes (D,E)

(A,B) | Yes (D,F)

(A,D) | Yes (E,F)

(C,D) | No Cycle A,C,D,A (C,F)

e oy sy o o e 2 7, oy
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Kruskals Algorithmus — Ubung

KruskalMST (Graph G)
initialize each vertex to be its own island
sort the edges by weilight

foreach (edge (u, v) in sorted order) {

if(u and v are on different islands) {
add (u,v) to the MST

Update u and v to be on the same island

Edge lhclude? | Reason Edge (cont.) | Include? | Reason
(A,C) | Yes (B,F) Yes
(C,E) | Yes (D,E) No Cycle A,C,E,D,A
(A,B) | Yes (D,F) No Cycle A,D,F,B,A
(A,D) | Yes (E,F) No Cycle A,C,E,FD,A
(C,D) | No Cycle A,C,D,A (C,F) No Cycle C,A,B,F,C
26.08.2020 prol. br. Daniel Gaida Quele: Data Stuctures and Algorthms (CSE 373), Technology
Professor flir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences

Seite 52 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik CSE 373 19 SU - ROBBIE WEBER TH KOI“



Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Kruskals Algorithmus — Ubung 2

Fuhren Sie Kruskals Algorithmus auf dem folgenden Graphen aus, um den Minimalen Spannbaum des
Graphen zu finden.

KruskalMST (Graph G)
initialize each vertex to be an independent island
sort the edges by weight
foreach(edge (u, v) 1in sorted order) {
1f(u and v are on different islands) {
add (u,v) to the MST
update u and v to be on the same island

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022
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Algorithmus von Kruskal

KruskalMST (Graph G)
initialize each vertex to be its own island
sort the edges by weight
foreach(edge (u, v) 1in sorted order) {
if(u and v are on different islands) {
add (u,v) to the MST

Update u and v to be on the same island

Die fett hervorgehobenen Codezeilen sind ein wenig skizzenhatt.

Konnen wir eine unserer ADTs verwenden?

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology

- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Ubersicht fiir heute

= Minimale Spannbaume
= Algorithmus von Prim
= Algorithmus von Kruskal

= ADT
= Menge
= Disjunkte Mengen

= Implementierung des ADT Disjunkter Mengen
= Wald disjunkter Mengen
= Quick-Union, Weighted Quick-Union
= Pfadverkirzung

= Laufzeit des Algorithmus von Kruskal mit optimaler Implementierung des ADT Disjunkter Mengen

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fur Cyber-Physische Systeme Arts Sciences
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B
Kruskals Algorithmus 2 E
Wahl eines ADTs _d=C
A
Kruskal muss herausfinden, zu welcher Insel ein Knoten gehort, und XD r
muss diese Inseln zusammenfihren
= Unsere bestehenden ADTs eignen sich nicht gut flr die Vereinigung
von zwei Mengen (Menge = Insel) ...
= Definieren wir einen neuen ADT!
kruskalMST (G graph)
Set(?) islands; Set finalMST;
initialize islands with each vertex as tiny island
sort all edges by weight (smallest to largest)
for each edge (u,v) in ascending order:
uIsl = islands.find(u)
vIsl = islands.find(v)
if (uIsl != vIsl):
finalMST.add(edge (u, v))
islands.union(u, V) Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TECh“OIOgy
University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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ADT Disjunkter Mengen (aka ,,Union-Find*“) 2 E

Kruskal verwendet den ADT Disjunkter Mengen XD

= Eine einzelne Instanz dieses ADT enthalt eine ,Familie® von

Mengen, die disjunkt sind (kein Element gehdrt zu
mehreren Mengen) ADT DISJUNKTER MENGEN

State

Familie von Mengen

kruskalMST(G graph) * disjunkt: keine gemeinsamen Elemente
DisjointSets<V> islands; Set finalMST; « Jede Menge hat einen Représentanten
initialize islands with each vertex as tiny island (either a member or a unique ID)
sort all edges by weight (smallest to largest)

Behavior

makeSet(value) - new set with value
as only member (and representative)

for each edge (u,v) in ascending order:

ulsl = EolaIdeRen () find(value) - return representative
vIsl = islands.find(v) of the set containing value
if (uIsl != vIsl): union(x, y) - combine sets containing
finalMST.add(edge (u, v)) x and y into one set with all
islands.union(u, V) elements, choose single new Technology
representative Arts Sciencds
TH Koln

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), University of Washington, Spring 2022
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Disjunkte Mengen in der Mathematik

= In der Mengenlehre heilen zwei Mengen disjunkt, wenn sie kein gemeinsames Element haben.” -

Wikipedia
= disjunkt = nicht Uberlappend

Kevin

Leona .
Santino
: Keanu Brian
Aileen Sherdil
Menge #1 Menge #2 Menge #3 Menge #4
Diese beiden Mengen sind disjunkte Mengen Diese beiden Mengen sind keine disjunkten Mengen
26082026 Prof. br. Daniel Gaida . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TECh“OIOgy
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Disjunkte Mengen in der Informatik

In der Informatik ist der ADT disjunkter Mengen Der graue Block ist der ADT disjunkter Mengen,
etwas, das mehrere disjunkte Mengen enthalt der eine beliebige Anzahl von Mengen enthalt, die
alle disjunkt sind.

Hinweis: Dies kbnnte sich anders anfuihlen als die
ADTSs, die wir bisher kennengelernt haben. Die
ADTSs, die wir bisher gesehen haben (Tabellen,
Listen, usw.) speichern Werte direkt.

Der ADT disjunkter Mengen speichert die ADTs
Menge.

Beim ADT disjunkter Mengen geht es darum, dass
Sie Werte in Mengen gruppieren und prufen
konnen, in welcher bestimmten Menge sich Ihre
Werte befinden.

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TGCh nOIOgy
University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION TH K6In
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ADT Disjunkter Mengen — Methoden

Nur drei Methoden (und makeSet ist recht einfach!)

= find(value)
= union(valueA, valueB)
= makeSet(value)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
B . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
Seite 65 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION TH K6In
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ADT Disjunkter Mengen - find(value)

find(value) gibt eine ID zurlick, die angibt, in welcher Menge sich value befindet. Die ID wird als
Reprasentant bezeichnet (da es sich um einen Wert handelt, der die gesamte Menge reprasentiert).

Beispiele:

= find(Brian) -3 Sherdil

» find(Sherdil) - 2

= find(Velocity) - 2 Velocity

* find(Kevin) == find(Aileen)

= True
Aileen
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373) TGChnOIOgy
Professor fiir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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ADT Disjunkter Mengen - find(value)

Alternative

find(value) gibt den Reprasentanten der Menge zurtick, in welcher Menge sich value befindet. Der
Reprasentant ist ein bestimmtes Element der Menge, die diese reprasentiert.

Beispiele:

= find(Brian) - Keanu Sherdil

= find(Sherdil) - Velocity

= find(Velocity) - Velocity Velocity

* find(Kevin) == find(Aileen)

= True
Aileen
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373) TGChnOIOgy
Professor fiir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences

Seite 67 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION TH KOI“
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Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

ADT Disjunkter Mengen - union(valueA, valueB)

union(valueA, valueB) vereint die Menge, in der sich valueA befindet, mit der Menge, in der sich
valueB befindet. Im Grunde werden die beiden Mengen zu einer Menge zusammengefasst.

Beispiel: union(Blarry, Brian)

Sherdil Sherdil

Velocity Kevin Velocity

B|arry Keanu

Vivian

Blarry
Brian

Vivian

Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik

TH Koln
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ADT Disjunkter Mengen - makeSet(value)

makeSet(value) macht eine neue Menge, die nur den tibergebenen value in sich hat.

Beispiele:
makeSet(Elena)
makeSet(Anish) Sherdil

Kevin Velocity

Blarry

Vivian

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), Te(:h nOIOgy
Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
Seite 69 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION
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ADT Disjunkter Mengen — Nutzung im Praktikum 3

= Praktikumsgruppe = disjunkte Menge
= Alle Praktikumsgruppen des Semesters =
Menge disjunkter Mengen

= Zusammenlegen von
Praktikumsgruppen, die zu klein sind:

= union(Elena, Anish) Kevin

Blarry

Vivian

Sherdil

Velocity

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
Professor fur Cyber-Physische Systeme
Seite 70 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik
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ADT Disjunkter Mengen — Nutzung im Praktikum 3

= Praktikumsgruppe = disjunkte Menge
= Alle Praktikumsgruppen des Semesters =
Menge disjunkter Mengen

= Zusammenlegen von Sherdil

Praktikumsgruppen, die zu klein sind:
= union(Elena, Anish)
= union(Anish, Kasey) Blarry

Kevin Velocity

Vivian

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida TeCh n0|Ogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme ArtS SCienceS
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ADT Disjunkter Mengen — Nutzung im Praktikum 3

= Praktikumsgruppe = disjunkte Menge
= Alle Praktikumsgruppen des Semesters =
Menge disjunkter Mengen

= Zusammenlegen von Sherdil

Praktikumsgruppen, die zu klein sind:
= union(Elena, Anish)
= union(Anish, Kasey) Blarry

Kevin Velocity

Vivian

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida TeCh n0|Ogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme ArtS SCienCES
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ADT Menge und ADT disjunkte

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

r Mengen

ADT Disjunkter Mengen

ADT Menge

state

Set of elements
Elements must be unique!
No required order

Count of Elements

behavior
create(value) - creates a new set with a single
member, value

add(value) - adds value into set if it is unique,
otherwise add is ignored

remove(value) — removes value from set

size() — returns current number of
elements in set

state

behavior

Set of Sets

Disjoint: Elements must be unique across sets
No required order

Each set has id/representative

Count of Sets

makeSet(value) — creates a new set within the disjoint set where the
only member is value. Picks id/representative for set

find(value) —looks up the set containing element value, returns
id/representative of that set

union(x, y) — looks up set containing x and set containing y, combines two
sets into one. All of the values of one set are added to the other, and the
now empty set goes away. Picks new id/representative for resulting set.

tik und Ingenieurwissenschaften - Institut fir Info
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Ubersicht fiir heute

= Minimale Spannbaume
= Algorithmus von Prim
= Algorithmus von Kruskal

= ADT
= Menge, Disjunkte Mengen

= Implementierung des ADT Disjunkter Mengen
= Quick-Find
= Wald disjunkter Mengen
= Quick-Union, Weighted Quick-Union
= Pfadverkirzung

= Laufzeit des Algorithmus von Kruskal mit optimaler Implementierung des ADT Disjunkter Mengen

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fur Cyber-Physische Systeme Arts Sciences
Seite 75 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik TH KOI“
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Baseline

ADT Disjunkter Mengen

Element mit ID als Schllissel-Wert-Paar in
Tabelle (implementiert als Array) speichern.
Schlissel: Element; Wert: ID der Menge.

Schlissel

Aileen 1
Joyce 2 Santino
Santino 1 Aileen
Sam 2
Ken 2
Alex 2
Paul 3
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
9. Quel: Dt stctresand Aoroms (o€ 7 rechnology
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Baseline

= Tabelle als Array mit Schitissel-Wert-Paaren in zufalliger Reihenfolge
* find(,Sam")

= WC: Alle Indizes der Tabelle durchlaufen
= union(,Ken"“, ,Paul”) Schiussel /

= find(,Ken“) > 2 — 1
. find(,,PauI“) -3 Joyce 2
= Alle Indizes der Tabelle durchgehen und Santino 1

3 durch 2 ersetzen. Santino
Sam 2

Ken 2 Aileen
Alex 2
Paul 2

Set #2
\ Set #1
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme ArtS Sciences
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Baseline

= Tabelle als Array mit Schitissel-Wert-Paaren in zufalliger Reihenfolge
* find(,Sam")

= WC: Alle Indizes der Tabelle durchlaufen
= union(,Ken*, ,Paul®) Schiusse! /
1

= find(,Ken") > 2 Aileen
. find(,,PauI“) -3 Joyce 2
= Alle Indizes der Tabelle durchgehen und Santino 1
3 durch 2 ersetzen. Santino
B Sam 2
= makeSet(,Hans") _
= Fligt (,Hans*, 4) in leere Zeile der Ken 2 Aileen
Tabelle ein. Alex 2
Paul 2
Set #2
Hans 4 \ Set #1
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fur Cyber-Physische Systeme Arts SCienCES
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Baseline

= Tabelle als Array mit Schitissel-Wert-Paaren in zufalliger Reihenfolge

= find(,Sam®) Ar).nahmez Wir
= WC: Alle Indizes der Tabelle durchlaufen mussen nicht
= union(,Ken*, ,Paul®) prufen ob value
= find(,Ken®) > 2 Aileen 1 bereitsals
- find(,Paul) > 3 Joyce ) Schllussel existiert
= Alle Indizes der Tabelle durchgehen und SantinG 1
3 durch 2 ersetzen. . , ——
= makeSet(,Hans")
= Fiigt (,Hans®, 4) in leere Zeile der en 2 nakeset(valve) 1 ©(1)
Tabelle ein. Alex 2 find(value) @(n)
Paul 2 union(x, y) @(n)
Hans 4

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Technology

Arts Sciences
Seite 79 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik TH KOI“
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Quick-Find

m ADT Disjunkter Mengen

Element mit ID als Schlussel-Wert-Paar in
Hashtabelle speichern.
Schlissel: Element; Wert: ID der Menge.

Aileen —— 1
Joyce 2 :
e Santino
Santino ——> 1
Sam @ — 2 Aileen
Ken —— 2
Alex =——— 2
Paul — 3
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TGCh nOIOgy
Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Quick-Find

find(,,Aileen”)

= Hashwert fur ,Aileen” berechnen, an Position in Hashtabelle springen und reprasentative ID der Menge
auslesen 2 1
= Laufzeit: ©(1+A)
union(,Aileen, ,Paul®)

« find(,Alleen*) > 1; in O(1+A) ol g
= find(,Paul“) > 3; in O(1+A) lovee BN <
= \ereinige Mengen 1 und 3, d.h.: Santino pu—pg 1
= Gehe alle Schlussel-Wert-Paare in Hashtabelle durch und andere ID Sam E—am 2
mit Wert 3 zu Wert 1. - O(n) Ken ——— 2
= Laufzeit insgesamt: ©(n) Baseline | Quick-Find Alex — 2
makeSet(value) @(1) @(1+)\) Paul —> 1
find(value) @(n) @(1+)\)
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida union(x, y) o(n) o(n) Technology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme Arts Sciences

. . . ) ] ) Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
Seite 81 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik University of Washington, Spring 2022 TH KOI“
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Quick-Find

Situation nach Aufruf: union(,,Aileen®, ,,Paul®)

m ADT Disjunkter Mengen

Element mit ID als Schlussel-Wert-Paar in
Hashtabelle speichern.
Schlissel: Element; Wert: ID der Menge.

Aileen —— 1
loyce —— 2 Santino
Santino ———> 1

Sam — 5 2 Aileen
Ken — 2 Paul

Alex ——— 2

Paul —— 1

26.08.2026 Prof. Dr. iel Gaid
rof. Dr. baniel Gaida . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeChnOIOgy
Professor fiir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie die Hashtabelle nach jeder Iteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung der
Implementierung Quick-Find fur folgenden Graphen. Nutzen Sie die Hashfunktion: h — ord(Knoten) — 64.

“Inseln”
ID: 2 makeSet(A) 2 h(A) = ord(A) — 64 = 1 - key-value-pair (A, 1) an Index 1
B makeSet(B) = h(B) = ord(B) — 64 = 2 - key-value-pair (B, 2) an Index 2
ID: 1 : makeSet(C) = h(C) = ord(C) — 64 = 3 > key-value-pair (C, 3) an Index 3
C
A
D F
0|12 [3]4]5
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme Arts SCienCES
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Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie die Hashtabelle nach jeder Iteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung der
Implementierung Quick-Find fur folgenden Graphen. Nutzen Sie die Hashfunktion: h — ord(Knoten) — 64.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”
ID: 2 union(A’ C) union(B, F) ID: 2
B B B

ID: 1 E ID: 1 E ID: 1 E
A C 5 A= 7 A=

D F D F D F
0| 1]2]3]4]5 ol 1|2 |3[4]5 0| 1] 2|3 |4]5]
(F, 6) (A, 1) (B, 2) (C, 3) (D, 4) (E, 5 (F,6) (A, 1) (B, 2) (C,1)(D,4)(E,b5) (F,2) (A1) (B, 2)(C,1) (D, 4) (E, 5

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Technology

Arts Sciences
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Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie die Hashtabelle nach jeder Iteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung der
Implementierung Quick-Find fur folgenden Graphen. Nutzen Sie die Hashfunktion: h — ord(Knoten) — 64.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”
ID: 2
B 6
ID: 1 . E E
XD F F

HDEEEERNE DEEEEEEIE 0120345

(F2) (A, 1)(B,2)(C,1) (D, 1) (E,5) (F,1) (A, 1) (B, 1)(C,1) (D, 1) (E, 5) (F1) A 1B 11T (DI (E I

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Technology
Arts Sciences

TH Koln

Professor fur Cyber-Physische Systeme
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Quick-Union
Wald disjunkter Mengen

Grundlegende ldee:

= Quick-Union speichert eine Menge als Baum. Die Wurzel des Baums ist der Reprasentant der Menge

= Jede Menge wird baumahnlich, aber etwas anders, ein sogenannter Up-Tree: speichert Zeiger von
Kindern zu Eltern!

] Aileen
) oyce
Aileen, /\ \
Joyce, Sam, Santino Santino
Ken, Alex o >am Ken
, [ /
Alex
Paul Paul

ADT Disjunkter Mengen

Implementierung mit Quick-Union

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Seite 87

University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Quick-Union

Wald disjunkter Mengen

state
Set of Sets
- Disjoint: Elements must be unique
across sets
- No required order
- Each set has representative

Count of Sets
behavior

makeSet(value) — creates a new set within
the disjoint set where the only member is
value. Picks representative for set

find(value) — looks up the set containing
element value, returns representative of
that set

union(x, y) — looks up set containing x and
set containing y, combines two sets into
one. Picks new representative for resulting
set

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Professor fur Cyber-Physische Systeme

ForrestDisjointSet<E>

Map<E, SetNode<E>>
nodeInventory

makeSet (value) -create a
new setNode and save it
in nodelInventory

find(value)-locates node
with value and moves up tree
to find root

union (x, vy)-append tree
with y as a child of tree
with x

Aileen

~

Santino

SetNode<E>

E value
SetNode<E> parent

SetNode (value)

parent to root

setParent (root) - sets

getParent () - return parent
getValue () - return value

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),

Seite 88 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik

University of Washington, Spring 2023
CSE 373 18 SP - KASEY CHAMPION

Technology
Arts Sciences

TH Koln



Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Implementierung des ADT Disjunkter Mengen: Quick-Union
Wald disjunkter Mengen

nodelnventory: ForrestDisjointSet<E> Aileen
Schlussel: Wert: \
. Santino
Map<E, SetNode<E>>
Aileen > HFE31 nodeInventory
SetNode<E>
Santino —> #A00B
makeSet (value) -create a E value
new setNode and save it SetNode<E> parent

in nodelInventory

find(value)-locates node

with value and moves up tree SetNode (value)

to find root setParent (root) - sets
parent to root
union (x, vy)-append tree getParent () - return parent
with v as a child of tree getValue () - return value
with x
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida ) Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TQCh“OIOgy
Professor fiir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2023 Arts Sciences
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Wald disjunkter Mengen: Implementierung

ADT Disjunkter Mengen wird reprasentiert durch:

ForrestDisjointSet<E> mit
Map<E, SetNode<E>> nodelnventory - Hashtabelle mit Knotenreferenzen (nodelnventory)
ForrestDisjointSet<E>

Aileen —— #FE31

N

Kevin ——— #EF12 Nishu

A

Santino —»> #A00B

Brian ——_, #DA51

Sherdil =——> #997A

Leona —> #7865 ( Leona
A
Sherdil
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida \ Anology
Professor fur Cyber-Physische Systeme H
: g . . . . . . Vgl. Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), ArtS SCIences
Seite 93 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Wald disjunkter Mengen: Implementierung

- Jeder SetNode<E> kann eine unbegrenzte Anzahl von Kindern haben,
ForrestDisjointSet<E> g aber nur einen Elternteil. SetNode speichert Elter anstelle von Kindern.
///’7 Kevin ‘\\\\

myNode = nodelnventory.get(,Sherdil*) / T

Nishu

A

Keanu

e

Santino

myNode.getParent() \ Aileen

- SetNode mit Element ,Leona” \\_/

®

/ 7y
Map<E, SetNode<E>> \ ) (
nodeInventory 9 \ \ Sherdii
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida \ U Anology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme ArtS SCienCES

. g . . . . .. . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Wald disjunkter Mengen: Implementierung

- Implementierung des ADTs disjunkter Mengen ist eine Kombination aus:
ForrestDisjointSet<E> 1 - Datenstruktur: Hashtabelle

- Datenstruktur: setNode, das sich zu Up-Tree verketten lasst

Kevin Nishu \
\ Y
Keanu
\ Santino
\ Aileen

N~

/ 7y
Map<E, SetNode<E>> \ )
nodeInventory 9 \ \ Sherdii
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida \ v AHOIOQY
Professor fiir Cyber-Physische Systeme ArtS SCienCES

. g . . . . .. . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
Seite 95 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik University of Washington, Spring 2023 TH KOIn
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Wald disjunkter Mengen - Implementierung von makeSet(x)

Arbeitsspeicher

makeSet (1)

SetNode Objekt:

makeSet (0) 0 1 2 3 4
makeSet (2)
makeSet (3)
makeSet (4)
/] 1

::///jjj:i//////// ///
makeSet (5) 0 //2 //é /5/

/s A A

nodelnventory

Worst case Laufzeit?
= O(1+A)

ForrestDisjointSet<E>

Map<E, setNode<E>>
nodelInventory

makeSet (value) -create a new
setNode and save it in
nodeInventory

find(value)-locates node with
value and moves up tree to
find root

union (x, y)-append tree with y
as a child of tree with x

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie den Wald disjunkter Baume nach jeder Iteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung
der Implementierung Quick-Union fir folgenden Graphen. - hier nur Iteration O (makeSet(...))

“Inseln” Nodelnventory:
B A p— makeSet (A)
E B HEEL2 makeSet (B)
C C —p  #A00B makeSet (C)
D —_, #B89A
E —— #DAS1
D F F —  H#997A
setNodes: A B C D E F
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Technology

Arts Sciences
Seite 98 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik TH KOI“
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Quick-Union: Implementierung von find()

find (“Alex”) : find(Santino) -> Knoten Aileen
jump to “Alex” node find(Ken) -> Knoten Joyce
find(Santino) != find(Ken)

travel upward until root
e find(Santino) == find(Aileen)

return root node “Joyce”

J Aileen
oyce ‘\\\
. : "”"‘\\‘ Santino
Schlisselidee: Sam Ken
: : f
= Man kann von jedem Knoten aus nach oben reisen, / a
bis parent == NULL, dann hat man Wurzelknoten gefunden I’ A;ex 'I -
. . . . . au
Wie kdnnen wir schnell zu einem Knoten springen? / ’ P
. g I ’ ’
= Durch nodelnventory (wird in zukUnftigen 7 L7
Folien weggelassen) Sam ! ¢ 7
/ //
nodelnventory: Alex 7 7
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida 7 7 Technology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme PaU| 7 Arts SCienCES
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Quick-Union: Implementierung von find()

find (Y"Alex”) :
Jump to “Alex” node
travel upward until root

return root node “Joyce”

Aileen
Joyce ‘\\\
: "”"‘\\‘ Santino
Laufzeit: Sam Ken
. _ f /
= Zum Knoten springen: O(1+A) /
= Zum Wurzelknoten gehen: / A;ex i —y
[ [ au
= Hangt von HOhe des Baumes ab I / P
. /
= Worst Case: O(n), falls Baum ein I’ / //’
. . /
degenerierter Baum ist sam ! 7 L7
/ //
nodelnventory: Alex 7 7
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida | //, Technology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme PaU| Arts Sciences
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quick-Union: Implementierung von union()

Aileen
. : : : : Santino
Schlusselidee: Einfaches Umpointern von Zeigern zur Joyce
Vereinigung ganzer Baume!
Sam Ken Paul
] . Alex
union (“Ken”, “Santino”):
rootK = f£ind (“Ken”) //node Joyce
rootS = find(“Santino”) //node Aileen Ergebnis:
set rootK to point to rootS Aileen
Joyce Santino
Laufzeit: Sam Ken
= O(1) fur das Umpointern |
: . Pau
= 2mal Laufzeit von find(), also WC-Fall: O(n) Alex
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology

Professor fur Cyber-Physische Systeme

Seite 102 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik

Arts Sciences
TH Koln
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quick-Union: Warum bestimmen wir den zweiten Wurzelknoten?

Warum verwenden wir nicht einfach:

union (“Ken”, “Santino”):

union (“Ken”, “Santino”):
rootK = find (“Ken”) ‘\.""' rootK = find (“Ken”)
rootS = find(“Santino”) set rootK to point to Santino

set rootK to point to rootS

Aileen
Aileen ~—
.. .. Santino
Hbhe =3 /\ Hohe =4
| Santi /
oyce antino Joyce
Paul
Sam Ken Sam Ken
Paul
Alex Alex

Grundgedanke: Die Laufzeit zuktnftiger find()-Aufrufe kann minimiert werden, wenn wir die HOhe des
Baums kurz halten!

= Ein direkter Verweis auf das zweite Element (santino) wlrde den Baum héher machen

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology

- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quick-Union: Worst Case Fall fur find()

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2023

Versuche, eine Reihe von Aufrufen von union() zu

. . : : D
finden, die eine Worst-Case-Laufzeit von find(A) flr £
den finalen Up-Tree erzeugt: a C
find(A):
union(A, B) jump to node A

travel upward until root
return root

union(A, B):
rootA = find(A)
rootB = find(B)
set rootA to point to rootB

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Technotogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme 1
Seite 107 Arts Sciences
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Quick-Union: Worst Case Fall fur find()

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2023

Versuche, eine Reihe von Aufrufen von union() zu

: D
finden, die eine Worst-Case-Laufzeit von find(A) far A, B
den finalen Up-Tree erzeugt: C
find(A):
union(A, B) jump to node A
union(B, C) travel upward until root

return root

union(B, C):
rootB = find(B)
rootC = find(C)
set rootB to point to rootC

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Technotogy
Professor fiir Cyber-Physische Systeme Arts SCienCES
Seite 108

Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik TH K6|n
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Quick-Union: Worst Case Fall fur find()

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2023

Versuche, eine Reihe von Aufrufen von union() zu

. . : : D
finden, die eine Worst-Case-Laufzeit von find(A) far A, B,C
den finalen Up-Tree erzeugt:
find(A):
union(A, B) D jump to node A
union(B, C) travel upward until root

. return root
union(C, D)

union(C, D):
rootC = find(C)
rootD = find(D)
set rootC to point to rootD

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Technotogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme 1
Seite 109 Arts Sciences

Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik TH K6|n



Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quick-Union: Worst Case Fall fur find()

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2023

Versuche, eine Reihe von Aufrufen von union() zu
finden, die eine Worst-Case-Laufzeit von find(A) far A, B,C D
den finalen Up-Tree erzeugt:

find(A):
union(A, B) D jump to node A
union(B, C) - travel upward until root
. return root
union(C, D)
find(A) £ union(A, B):
rootA = find(A)
O(n) Laufzeit :( A rootB = find(B)
set rootA to point to rootB
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technoiogy
Professor fiir Cyber-Physische Systeme Arts Sciences

Seite 110 . . . . .
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Ubersicht fiir heute

= Minimale Spannbaume
= Algorithmus von Prim
= Algorithmus von Kruskal

= ADT
= Menge, Disjunkte Mengen

= Implementierung des ADT Disjunkter Mengen
= Quick-Find
= Wald disjunkter Mengen
= Quick-Union, Weighted Quick-Union
= Pfadverkirzung

= Laufzeit des Algorithmus von Kruskal mit optimaler Implementierung des ADT Disjunkter Mengen

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fur Cyber-Physische Systeme Arts Sciences
Seite 111 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik TH K6|n



Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

ADT Disjunkter Mengen — Woflr bendtigen wir ihn?
Bspw. in Kruskal‘s Algorithmus

“Inseln” “Inseln” “Inseln”

B B B

C e poi= C

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fur Cyber-Physische Systeme Quelle der Bilder: Data Structures and Algorithms (CSE Arts Sciences
Seite 112 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik 873), University of Washington, Spring 2023
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

ADT Disjunkter Mengen — Woflr bendtigen wir ihn?

Bspw. in Kruskal‘s Algorithmus

Paul

Paul,
Pam Pam .
union(Paul, Pam) union(Ken, Alex)
Ken Alex
Ken Alex
Paul,
Pam |
: Paul, Pam,
union(Paul, Alex) Ken, Alex
Ken,
Alex
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology
Professor fiir Cyber-Physische Systeme ArtS Sciences
Seite 113

Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fur Informatik
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

ADT Disjunkter Mengen: Implementierung
Quick-Find vs. Quick-Union

map from value to representative ID

Aileen —— 1
Joyce 0 2
Santino ——> 1
Sam ——— 2
Ken —— 2

Alex =——— 2

Paul ——p 3

aida

Professor fur Cyber-Physisc

Fakultat fur Informatik und It union(x, y)

ADT Disjunkter Mengen

Joyce, Sam,

Ken, Alex
Baseline
makeSet(value) @(1)
find(value) @(n)

0(n)

Aileen,
Paul trees of values represented by their
roots
] Aileen
oyce \
/\ Santino
Sam Ken
Quick-Find | Quick-Union Alex
Paul
O(1+A) | O(1+A)
Technology
+
O(1+A) | 6(n) Arts Sciences
o(n) o(n) TH Koln



Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quelle der Bilder: Data Structures and Algorithms (CSE
373), University of Washington, Spring 2023

Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie den Wald disjunkter Baume nach jeder Iteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung
der Implementierung Quick-Union fir folgenden Graphen.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”

B B B

A C e g C

D F D F D F

setNodes: union(A, C) union(B, F)
A B C D E 'F C B D E 'F C F D E

/ /
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida A A

Professor fur Cyber-Physische Systeme

/
B Technology
Arts Sciences

TH Koln
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quelle der Bilder: Data Structures and Algorithms (CSE
373), University of Washington, Spring 2023

Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie den Wald disjunkter Baume nach jeder Iteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung
der Implementierung Quick-Union fir folgenden Graphen.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”

union(A, D : :
D E
D B E F
) C B - C D B
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida / 7 Technology
A Professor fiir Cyber-Physische Systeme C Arts Sciences
Seite 118 Fakultat fir Informatik und IngenieurwissenschaﬁeA.nstitut fur Informatik /'

A TH Koln



Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),
University of Washington, Spring 2022

Analyse des Quick-Union Worst Case Falls

Wie kommt es zu dem degenerierten Baum?

= Wir erhalten einen degenerierten Baum, wenn wir Wurzel eines grof3en Baumes unter Wurzel eines
kleinen Baumes setzen.

= In Quick-Union kommt rootX (Wurzel des Arguments x) immer unter rootY (union(x, y))

= Aber was wéare, wenn wir sicherstellen, dass kleinere Baum unter gréf3eren Baum gehangen wird?

union(C, D) C B D

= =
1 B ] S

=

N What currently What would help to
happens avoid degenerate tree
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida Technology

Professor fur Cyber-Physische Systeme

Arts Sciences
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Weighted Quick-Union (Union by size)

union(A, B) 5 5
Ziel: Immer den kleineren Baum unter den

groReren Baum hangen

Umsetzung: Speicherung der Anzahl der Knoten A C
(oder des ,,Gewichts®) jedes Baums in der Wurzel

= Nachschlagen in konstanter Zeit, anstatt den

N jekte:
gesamten Baum zum Zahlen durchlaufen zu setNode Objekte

mussen
B
weight: 1
union(x, y):
rootX = find(x)
rootY = find(y) A D
put lighter root under heavier root weight: 1 C weight: 1
weight: 1
26.08.2026 Prof. br. Daniel Gaida Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Seite 121 Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Weighted Quick-Union (Union by size)

union(A, B)
Ziel: Immer den kleineren Baum unter den union(B, C) B, A

groReren Baum hangen

Umsetzung: Speicherung der Anzahl der Knoten
(oder des ,,Gewichts®) jedes Baums in der Wurzel

= Nachschlagen in konstanter Zeit, anstatt den
gesamten Baum zum Zahlen durchlaufen zu
mussen

B
weight: 2

union(x, y):
rootX = find(x)
rootY = find(y)

put lighter root under heavier root C
weight: 1

D
weight: 1

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida

Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373),

Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022

Seite 122 . . . . .
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Weighted Quick-Union (Union by size)

union(A, B) 5
Ziel: Immer den kleineren Baum unter den union(B, C) B,A,C

grélReren Baum hangen union(C, D)

Umsetzung: Speicherung der Anzahl der Knoten
(oder des ,,Gewichts®) jedes Baums in der Wurzel

= Nachschlagen in konstanter Zeit, anstatt den
gesamten Baum zum Zahlen durchlaufen zu

mussen
B
weight: 3
union(x, y):

rootX = find(x)

rootY = find(y) A D

put lighter root under heavier root C weight: 1
26.08.2026 Prof. br. Daniel Gaida Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Weighted Quick-Union (Union by size)

Ziel: Immer den kleineren Baum unter den
groReren Baum hangen

Umsetzung: Speicherung der Anzahl der Knoten
(oder des ,,Gewichts®) jedes Baums in der Wurzel

= Nachschlagen in konstanter Zeit, anstatt den
gesamten Baum zum Zahlen durchlaufen zu
mussen

union(A, B)

union(B, C) B,A,CD
union(C, D)

find(A)

O(1) runtime :)

B
weight: 4
union(x, y):

rootX = find(x)

rootY = find(y) A D

put lighter root under heavier root C
26082026 Prof. br. Daniel Gaida Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Seite 124 Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts SCienCES
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Weighted Quick-Union: Performance

Betrachten wir den Worst Case, bei dem die Baumho6he so schnell wie mdglich wachst

0
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Weighted Quick-Union: Performance

Betrachten wir den Worst Case, bei dem die Baumho6he so schnell wie mdglich wachst

0
1
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
B . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Professor fir Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Weighted Quick-Union: Performance

Betrachten wir den Worst Case, bei dem die Baumho6he so schnell wie mdglich wachst

0 2
4 ?
1 3
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Weighted Quick-Union: Performance

Betrachten wir den Worst Case, bei dem die Baumho6he so schnell wie mdglich wachst

2 4 2
1 2
3
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Weighted Quick-Union: Performance

Betrachten wir den Worst Case, bei dem die Baumho6he so schnell wie mdglich wachst

n H
0 4
4 2
1 2 5 6
8 ?
3 7
26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
- . Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
Professor fur Cyber-Physische Systeme University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
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Weighted Quick-Union: Performance

Betrachten wir den Worst Case, bei dem die Baumho6he so schnell wie mdglich wachst

2 4 2
—

1 2 4 g 3

3 5 6

7/
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Weighted Quick-Union: Performance

Betrachten wir den Worst Case, bei dem die Baumho6he so schnell wie mdglich wachst

Worst Case Baumhohe ist O(log n)
= find(15) hatte also Laufzeit von ©(log n) i H

Laufzeiten:

= find()
= O(log n) 4 2

= union() 1 2 4 8 3 3
= O(log n)
3 5 6 9 10 12
16 4
7 11 —1|3x14
15
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Weighted Quick-Union — Ubung (1 von 5)

Was ware bei den folgenden disjunkten Mengen das Ergebnis der folgenden Aufrufe von union, wenn wir
Weighted Quick-Union nutzen? Zeichnen Sie den Wald in jeder Phase.

4 ) 4 ) 4 ) 4 )

union (2, 13)
union (4, 12)

union (2, 8)
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Weighted Quick-Union — Ubung (2 von 5)

Was ware bei den folgenden disjunkten Mengen das Ergebnis der folgenden Aufrufe von union, wenn wir
Weighted Quick-Union nutzen? Zeichnen Sie den Wald in jeder Phase.

union (2,

13)

- B -

10

11

12

~

-

13

~
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Weighted Quick-Union — Ubung (3 von 5)

Was ware bei den folgenden disjunkten Mengen das Ergebnis der folgenden Aufrufe von union, wenn wir
Weighted Quick-Union nutzen? Zeichnen Sie den Wald in jeder Phase.

union (2,

union (4,

13)
12)

-

10

11

12

~

-

13

~
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Weighted Quick-Union — Ubung (4 von 5)

Was ware bei den folgenden disjunkten Mengen das Ergebnis der folgenden Aufrufe von union, wenn wir
Weighted Quick-Union nutzen? Zeichnen Sie den Wald in jeder Phase.

/6 \\ O )

union (2, 13) 12

union (4, 12) \\\ ,//

union (2, 8)
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Weighted Quick-Union — Ubung (5 von 5)

Was ware bei den folgenden disjunkten Mengen das Ergebnis der folgenden Aufrufe von union, wenn wir
Weighted Quick-Union nutzen? Zeichnen Sie den Wald in jeder Phase.

SRR

Does this improve the worst case runtime? 8 o) (4) (3 7
find() is more likely to be O(log(n)) than O(n)

N /
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Why Welights Instead of Heights?

We used the number of items in a tree to decide upon the root

Why not use the height of the tree?

= Heighted Quick-Union’s runtime is asymptotically the same: ©(log(n))
= |[t's easier to track weights than heights, even though Weighted Quick-Union can lead to some
suboptimal structures like this one:

0 6
/\ »
1 2 3 +1 7 8

4 5
S
9
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Weighted Quick-Union Laufzeit

Baseline Quick-Find Quick-Union Weighted Quick-Union
makeSet(value) | @(1) O(1+A) O(1+A) O(1+A)
find(value) o(n) O(1+A) o(n) O(log n)
union(x, )é) o(n) o(n) O(1+A) O(1+A)
assuming root args
union(x, y) | @(n) e(n) 0(n) O(log n)

Aileen ==l 1
Joyce w2
Santino w1
Sam )y 2
Ken sl 2

Das ist ziemlich gut! Es gibt noch eine letzte Optimierung, die wir vornehmen kdnnen: Pfadkompression

26.08.2026
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Quelle der Bilder: Data Structures and Algorithms (CSE
373), University of Washington, Spring 2023

Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie den Wald disjunkter Ba&ume nach jeder lteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung
der Implementierung Weighted Quick-Union fir folgenden Graphen.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”

B B B

A C e g C

D F D F D F

union(A, C) union(B, F)
A B C D E 'F A B D E F A B D E

/ YA
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Quelle der Bilder: Data Structures and Algorithms (CSE
373), University of Washington, Spring 2023

Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie den Wald disjunkter Ba&ume nach jeder lteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung
der Implementierung Weighted Quick-Union fir folgenden Graphen.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”

union(A, D) union(A, B) union(B, E)

A B A A
AN B E e AT
C D F C D B C D B E
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Modifizierung von Datenstrukturen fur zuklunftige Verbesserungen

Die bisher untersuchten Anderungen von Datenstrukturen zielten darauf ab, Invarianten zu bewahren
= Z.B. Durchfihrung von Rotationen zur Erhaltung der AVL-Invariante
= Wir verlassen uns darauf, dass diese Invarianten immer wahr sind, damit jeder Aufruf schnell ist.

Die Pfadkompression/Pfadverkirzung ist etwas ganz anderes:

= Wir andern die Baumstruktur, um zukutnftige Laufzeiten zu verbessern
= Keine Definition einer Invariante

= Der erste Aufruf von find() kann langsam sein. In diesem Aufruf wird die Baumstruktur verandert, so
dass zukinftige Aufrufe von find() schnell sein kbnnen.

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
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Weighted Quick-Union mit Pfadverklirzung - Idee

Dies ist die unguinstigste Topologie, wenn wir Weighted Quick-Union verwenden:

0
1 2 4 8
3 5 6 9 10 12
7 11 13 14
15

Idee: Wenn wir find(15) aufrufen, verschieben wir alle besuchten Knoten unter die Wurzel

= Zusatzliche Kosten sind unbedeutend (wir missen diese Knoten ohnehin besuchen, nur konstante
Laufzeit, um diese auf die Wurzel zeigen zu lassen)

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
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Weighted Quick-Union mit Pfadverklirzung - Idee

Dies ist die unguinstigste Topologie, wenn wir Weighted Quick-Union verwenden:

0
1 2 4 8 1|2 14 15
3 5 6 s!\lo 13
7 11

Idee: Wenn wir find(15) aufrufen, verschieben wir alle besuchten Knoten unter die Wurzel

= Zusatzliche Kosten sind unbedeutend (wir missen diese Knoten ohnehin besuchen, nur konstante
Laufzeit, um diese auf die Wurzel zeigen zu lassen)

= Bei jedem find() wird Pfadverktrzung durchgefiihrt, damit zuktinftige Aufrufe von find() schneller sind!

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TeCh n0|ogy
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Weighted Quick-Union mit Pfadverklrzung — Details und Laufzeit

Fuhren Sie die Pfadverkirzung bei jedem find() aus!
= find(3), find(6), find(11), ...

0

Um die Laufzeit von M > 1 find() Aufrufe zu verstehen, ist eine amortisierte Laufzeitanalyse erforderlich

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
Quelle: Data Structures and Algorithms (CSE 373), TGCh n0|ogy

University of Washington, Spring 2022 Arts Sciences
TH Koln

Professor fur Cyber-Physische Systeme

Seite 146 Fakultat fir Informatik und Ingenieurwissenschaften - Institut fiir Informatik



Algorithmik — Minimale Spannbaume, Algorithmus von Prim, Algorithmus von Kruskal, Menge, Disjunkte Mengen, Quick-Union, Pfadverkirzung

Weighted Quick-Union mit Pfadverklrzung - Laufzeit

M Aufrufe von find() bei Weighted Quick-Union erfordert Laufzeit von ©(M log n)

... aber M find()s bei Weighted Quick-Union mit Pfadverkirzung dauert O(M log* n)!

= log* n ist der ,iterierte Logarithmus®: die Anzahl der Anwendungen von log auf n, bis das Ergebnis
kleiner gleich 1 ist.

= log,*(4) = 2, da log,(log,(4)) = 1

= Tarjan, Robert E., and Jan Van Leeuwen. "Worst-case analysis of set union algorithms." Journal of the
ACM (JACM) 31.2 (1984): 245-281.

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
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Weighted Quick-Union mit Pfadverklrzung - Laufzeit

Pfadverkirzung fuhrt zu Laufzeiten von find() und union(), die sehr nahe an der (amortisierten) konstanten
Laufzeit liegen

= log* ist weniger als 5 flr jede realistische Eingabe \ log* h
= Wenn die Laufzeit von M find()s/union()s auf n Knoten &
O(M log*n) ist und log*n <= 5, dann amortisiert sich 1 0
Laufzeit von find()/union()s zu O(1)! 5 .
4 2
216 \ 16 3

A
Number of atoms in the 65336 4
. . . —>
known universe is 22%6ish 265536 5
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ADT Disjunkter Mengen - Implementierungen

Laufzeiten ,,In der Praxis®:

Baseline Quick-Find Quick-Union Weighted Quick-Union WQU + Pfadverklrzung

makeSet(value) | @(1) O(1+A) O(1+A) O(1+A) O(1+A)
find(value) o(n) O(1+A) o(n) 0O(log n) O(log* n)
untonCo ) . 6(n) e(n) O(1+\) O(1+\) O(1+A)
union(x, y) o(n) o(n) o(n) O(log n) O(log* n)

Aileen ==p ]

Joyce wmmmlp 2

santino ey 1

Sam ——fp 2

Ken el 2
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Quelle der Bilder: Data Structures and Algorithms (CSE
373), University of Washington, Spring 2023

Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie den Wald disjunkter Ba&ume nach jeder lteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung
der Implementierung Weighted Quick-Union mit Pfadverkurzung fir folgenden Graphen.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”

B B B

A C e g C

D . F D F D F

union(A, C) union(B, F)
A B C D E 'F A B D E F A B D E

/ YA
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Quelle der Bilder: Data Structures and Algorithms (CSE
373), University of Washington, Spring 2023

Kruskals Algorithmus - Ubung

Zeichnen Sie den Wald disjunkter Ba&ume nach jeder lteration des Algorithmus von Kruskal bei Nutzung
der Implementierung Weighted Quick-Union mit Pfadverkurzung fir folgenden Graphen.

“Inseln” “Inseln” “Inseln”
B 6
E E E
1
XD F . F F
A B E A E A
Yy, S~ P
C D F C D B\ C D B F E
26.08.2026 e E Knoten F wandert unter die Technology
rofessor fuir Cyber-Physische Systeme 1
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Laufzeit von Kruskals Algorithmus

kruskalMST(G graph)
. DisjointSets<V> islands; Set finalMST;
@(IVD =——t=P initialize islands with each vertex as tiny island
O(|E|log|E|) = sort all edges by weight (smallest to largest)

O(|E[log|E]) < O(|E]) iterations == for each edge (u,v) in ascending order:

O(lEl Iog |V|) uIsl = islands.find(u)
O(Iog |V|) -1 vIsl = islands.find(v)

total O(|V]) iterations =—f—p if (uIsl != vIsl):
L O(|V| log |VI) finalMST.add(edge (u, v))
O(log |V|]) ——— islands.union(u, v)

find und union haben Worst Case Laufzeit log|V|, aber amortisiert konstant ,in der Praxis”

= So oder so, Laufzeit wird dominiert durch Sortieren der Kanten &
Damit ein MST existieren kann, darf |E| nicht kleiner als |V| sein, also muss die Anzahl Kanten dominieren.
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Wh.: Prims Algorithmus — Asymptotische Laufzeit

Damit ein MST existieren kann, darf primsShortestPath(G graph, V start)
[E| nicht kleiner als |V| sein, also Map edgeTo, distTo; Set known;
muss die Anzahl Kanten initialize distTo with all nodes mapped to =, except start to ©
dominieren: 4 PriorityQueue<V> perimeter; perimeter.add(start);
while (!perimeter.isEmpty()):
- O(m log(n)) O(Vilog[V]) u = perimeter.removeMin()
known.add(u)
'q for each edge (u,v) to unknown v with weight w:
oldDist = distTo.get(v)
o(V|log|V| + |Ellog|[V]) < TR = 1
if (newDist < oldDist):
distTo.put(v, newDist
Prim schneller wenn m >> n. O(|E|log[V]) < edgeTo,EutE\,) u) )
Kruskal hat Vorteil, dass er auch if (perimeter.contains(v)):
far nicht zusammenhangende perimeter.changePriority(v, newDist)
Graphen funktioniert: \_ elser .
minimal aufspannender Wald N\ perimeter.add(v, newdist)
Prof. Dr. Daniel Gaida TEChﬂOIOgy
Professor fur Cyber-Physische Systeme Arts SCienCES
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lhr Werkzeugkasten bis hierhin...

Abstrakte Datentypen

Liste - Flexibilitat, einfaches Verschieben von Elementen innerhalb der Struktur
Stapel (Stack) - optimiert fur First-in-Last-out-Reihenfolge

Warteschlange - optimiert fir die Reihenfolge First-in-First-out.

Tabelle - speichert Schlussel und Wert bei jedem Eintrag
Prioritatswarteschlange - optimiert fir Ausgabe der héchsten Prioritat zuerst
Menge — Speichern einer mathematischen Menge von Elementen

Disjunkte Mengen — effizientes Arbeiten mit disjunkten Mengen

Implementierung von Datenstrukturen

Array - leicht ein Element tber Index zu suchen, schwer umzuordnen

Verkettete Liste - schwer ein Element zu suchen, leicht umzuordnen

Hashtabelle - konstante Zeit zum Suchen, keine Ordnung der Daten

Binarer Suchbaum - effizientes Suchen, Moéglichkeit eines schlechten Worst Case
AVL-Baum - effizientes Suchen, schititzt vor dem Worst Case, schwer zu implementieren
Heap - effizient fir Min oder Max Werte

Graph — Beliebige Relationen zwischen Daten

26.08.2026 Prof. Dr. Daniel Gaida
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Lernziele von heute und Fragen zur Uberprufung der Lernziele

Die Studierenden kénnen den minimalen Spannbaum eines Graphen ermitteln, indem sie den Algorithmus
von Prim und Kruskal effizient implementieren kdnnen und beim Algorithmus von Kruskal dabei den ADT
disjunkter Mengen nutzen kdnnen, um spater, mit dem minimalen Spannbaum, eine weitere Fragestellung
an praktischen Graphenproblemen |6sen zu kdnnen.

s. Ubungsaufgaben von Aufgabenblatt 8
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Nachste Vorlesung und Fragen

= Lernraum IV: Entwurf von Algorithmen
= Sortieralgorithmen

= Schauen Sie sich bitte vorab die AP2-Videos von Prof. Kohls zu Sortieralgorithmen an:
= https://www.youtube.com/watch?v=V8ARYH2183Y &list=PLYohfDwqINSE6]PghuVDKdA-9UIwhFxyQ&index=49

= Fragen?
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